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REMARQUES
. ' SUR LES :
- PROBLEMES DE SITUATFON.

Pr M. VANDERMONDE.

~
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4 Mai @™} UELLES que {oient les circonvolutions d’un ou de plufieurs
177t fils dans l'efpace, on peut toujours en avoir une expreflion
ar le caleul des grandeurs; mais cette expreflion ne feroit d'aucun
ufage dans les Arts. L'ouviier qui fait une rreffe, un refeau, des
neuds, ne les congoit pas par les rapports de grandeur, mais
par ceux de f{ituation : ce qu'il y voit, ceft ordre dans lequel
font entrelacés les fils. 11 feroit donc utile d'avoir un fyftéme de
calcul plus conforme & la marche de lefprit de Touvrier, une
* notation qui ne repréfentit que I'idée qu'il fe forme de fon ouvrage,
& qui pat (uffire pour en refairé un femblable dans tous les temps.

- Mon objet ici neft que de faire entrevoir la poffibilité d'une
pareille notation, & fon ufage dans Ies queflions fur des tiffus de
fils. Je me fervirai, pour expofer mon idée, d'un Probléeme qui
fe rapporte i ce genre, & qui eft trés-connu, celui de la marche
du cavalier des échecs, qui a été réfolu par M. Euler, Memoires
de Berlin, 1759. Le procédé de ce grand Géomeétre fuppole
qu'on a l'échiguier lous les yeux; je le réduis a une {imple opé-
ration d’Arithméiique, faite fur des nombres qui ne repréfentent
point des quantités, mais des rangs dans I'efpace.

Les nombres nombrans, un, deux, trois, &c. ont été les feuls
foumis au calcul, jufquau moment olt Viéte parut: il y foumit’
les nombres généraux ; Fun, un autre, un troifieme, &c. quiil
défigna par les lettres'de Talphabet; & ce fut {époque d’une révo-
lution dans les Mathématiques. Quant aux nombres ordinaux,
le premier, le fecond, le troifiéme , &c. que Léibnitz introduifit
dans les calculs ordinaires, & que je propofe ici d’appliquer aux
recherches fur les Situations, ils ne paroiffent pas avoir encore fixé
futhfamment Tattention des Géomeétres.
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Léibnitz promit un cakul des Situations, & mourut fans rien
.pubhel. Ceftun fu;et ol tout refle A faire, & qui mériteroit bien
qu on’sen occupat. - : -

(1.) Je congois iefpace part'lgé en- élémens ﬁms & albltraxres, _
diftingués par leur quantiéme; ceeft-a-dire » 1.° que je congois
un efpace pian, pdrtagé par des paralléles en’une fuite de bandes,
puis partagé de nouveau par une autre fuite de paralléles qui coupent
les premieres; & que ]e dittingue les différentes bandes par la
dénomination de premiére, deuxiéme, troifitme, quatricme, &c.
dans une & dans Yautie divifion. Jé puis deﬁoner alors un point
déterminé, comme appartenant & Pun _quelcqnque des ‘paraliélo-
grammes nés de cette double divifion, ‘en pofant fimplement I'un
au-deffus de l'autre, deux nombres, dont I'un foit le quantiéme

de la premitre divifion, & Vautre, celui de la feconde. Ainfi i,
par e\emple appartient au pqnlielogramme qui eft commun A
Ia quatriéme b-nde dans fa premicre divifion, & 3 la tioifitme
dans 1a feconde. Voyeg figure 1. Je congois 2.° un efpace folide
paltage d’abord par des plans.paraliéles en une fuite de tranches,
puis partagé de nouveau par une aitre foite de plans paralleles qui
coupent les premiers, & enfin paxtage une troifieme fois par une
nouvelle fuite de plans paralléles qui coupent les uns & les autres;

& je puis défligner par 15, par exemple,un point déterminé,comme

‘appartenant au paullehplpede commun 2 la troifiéme tranche dans
Ia pnemxele divifion, A la deuxiéme tranche dans la feconde, &
Ja premiére dans fa troifiéme. Voyeg figure 2.

/ . o . &
{2.) En général, trois nombres affemblés ainfi, ¢,, défignant
un certain liew dans Vefpace, comme compris entre des limites

5 b B
données, une fuite de puellles expreflions €55 a5 22 v v 0 v

peut fervir a affigner une route dans l'efpace, ou bien fe cours
dun fil; & fuivant qu'on aura befoin de plus ou moins de pré-
cifion, on reflerrera plus ou moins les limites, ‘& Yon fous-en-
tendra plus ou moins de paffages a travers les parallélipipedes
contigus.

Ceﬁ ainfl, par exemple, qu'en fuppoﬁmt Te fil médiocrement
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flexible & abandonné en liberté, excepté dans les points déﬁg_ne’s

ci-aprés, on aura, ce me femble, une expreffion fuffifante de la

treffe, fig. 3, au moyen de la fuite

;’ ’;,":"‘:) '2,' ’;_’ ';s ";, ';’ z;, ':_

On aura de méme lexpreflion dun fyfleme de mailles dé
bas, fig. 4, an moyen des fuites
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&c.

On doit fentir qu'il ne faudroit pas beaucoup de complication
dans des expreffions de ce genre, pour qu'il devint impoffible
-d’y fuppléer par un difcours ou par un deffin; & je ferai voir
ci-deflous, comment, par un procédé mécanique, on pourroit
toujours reproduire & fe repréfenter Vefpéce de tifflu qu'elles
indiqueroient. '

Voici maintenant un effai de 'ufage de cette fagon de noter
dans les queftions auxquelles les circonvolutions de fils peuvens
donner lieu.

(3-) Faire parcourir au cavalier toutes les cafes de Techiguier
fans paffer deux fois fur la méme, fe réduit 2 déterminer une
certaine trace du cavalier fur Véchiquier, ou bien, en fuppofant
une ¢pingle fixée au centre de chaque cafe, & déterminer le cours
dun fil paffé une fois autour de chaque épingle, d’aprés une loi
dont nous allons chercher l'expreflion. Voye fig. 5.

(4+) 4 défignant une cafe quelconque de V'échiguier, a & b
ne peuvent avoir pour valeur que Tun des nombres 1, 2, 3,
4 5, 6,7, 8

Deux pofitions immédiatement fucceflives d'une piéce du jeu

’ . - b ) . ..
d'échecs, éant . 3, fa marche de cette piéce eft une condition
enttc a& a, 6 & b, '

. 1a
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La rour, par exemple, pofée fur la cafe :, peut aller de-la

.t b s (b m) 4
fur toute cale (a + m), ou bien (a 4 »m étant un nombre

entier pofitif ou négatif, tel que @ —~+ m, ou & —— m ne fois
ni < 1, ni> 8.

5
Le fou pofé aufli fur cette cafe o, peut aller fur toute cafg
' —+m) - ’
(a = m)*

| | ;e - . |
Le cavalier peut aller de , en ;ai 3, ou en (Cf _I'? 3

& ainfi des autres piéces.

(5-)- Faire parcourir aw cavalier toutes les cafes de Yechiguier
fans paffer deux fois fur Ja méme, Ceft donc ranger de fuite
les foixante-quatre termes
) Toron 2 2 % 3 3 8

12 3 4°°*°tr oz gertrtereqp gttt ‘
dans un .ordre tel qu’il régne par-tout cette loi entre deux termes. .
contigus, que la différence entre les nombres fupérieurs étant 1,
Ia différence entre les inférieurs foit 2, ou la différence entre
les nombres fupérieurs étant 2, celle entre les inférieurs foit 1;
Voyeg l'exemple ci-aprés, article (11).

(6.} On pourroit prendre une fuite de foixante-quatre termes,

. ., a0 b g .
tous indéterminés,%;, 4, @, .+ ... ev. . & en impofant un

certain nombre de nouvelles conditions, pour diminuer le nombre
d’alternatives entre les valears 3 donner aux letires @, a,. a, . . .
5,b, B, ... en pourroit traiter ce Probléme par analyfe ; je ne
m’occuperai point de cette confidération, il fuffit qu'on remarque
qu'en effet ceci rameéne la queftion a l'analyfe ordinaire..

(7.) En cherchant & rapprocher de la forme fymétrique;
fa trace cherchée du cavalier,. on facilite Ia folution: c’eft fous
ce point de vue que je vais la préfenter.

" La trace du cavalier feroit une figure fymétrique, {r, changeant-
ici dans 'expreflion de fa marche 8 en 1,7 en 2, 6 en 3,
Mem. r771. Cccc
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s e 4 & vice ver(d, {oit dans les nombres fupérieurs feulement,
{oit dans les inférieurs, ou a fa fois dans les deux, il n’en réfultoit
aucun changement dans T'expreflion totale.

(8.) 1 sagiroit donc de trouver feize pas confécutifs du
- cavalier, ou feize termes de la fuite cherchée, qui fuffent tels
(Voyey Uexenmple ci - deffous, article 9), qu'il ne s’y trouvit
aucun terme commun avec les feize qui en proviendroient, en y
changeant 8 en 1,7 en 2, 6 en 3, 5 en 4, & vice ver/d, dans
les nombres inférieurs, ni aucun enfin avec les feize qui en pro-
viendroient en y faifant le méme changement dans les nombres
fupérieurs, ni aucun enfin avec les feize réfultans de ce méme
changement, fait dans les fupérieurs & dans fes inférieurs 4 la fois.
On auroit, apres la transformation, quatre {uites de pas du cavalier,
qui comprendroient les foixante-quatre cales de Yéchiquier fans
aucune répétition, & dont la trace feroit une figure fymétrique;
& pour réfoudre le probleme propofé, il refteroit a lier les
quatre fuites en une feule, ot la loi régnit d'un bout a fautre.
(9-) Pour obtenir les feize termes en queftion, je commence
_par écrire dans un ordre quelconque, les foixante-quatre termes

2 . 3 8
3.0'0.001 20.-0!!.08'

Jen -prends d’abord un arbitrairement, comme ;, & jécris

au-deffous les trois termes transformés ?, ,5} & i’. Aucun de ces
termes ne devant plus me fervir, je les efface tous, des foixante-
.quatre. Entre les foixante reftans, jen prends arbitrairement un

autre qui fe lie avec g {elon la marche du cavalier, comme ;";

(la différence entre les nombres fupéiieurs de ces deux termes
étant 1, tandis que la différence entre fes inférieurs eft 2) jécris
au-deffous de ;’fes trois transformés correfpondans ;, ¢ & %,
& les effacant” des foixante termes, il m'en refte cinquante-{ix;
- fur lefquels je continue le méme procédé,
\ _
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-Par-13 jobtiens, par exemple, les quatre fuites fymétriques
S 431 321 3124311243
$Sr 304 2,1, 3 12,3, 1,2, 4,5, 7, 8, 6.

4 578678687568 756
$: 3,4, 2, '} 3, 15253, 1, 2)‘1-; §>7s 8, 6.

54.:.:3:1;124.;124.3
4,6,57,8638,7,.68 7,5,4 2,1, 3.

4. 5 8 6 786875687756
51 7: > 8}7; 8 7 5: 4y 2, 1, 30
(to ) La f"tc:htc de former ces fuites, dépend de Tobfervation
fulvante fi, par exemple, on eut piis cette route-ci
S 4213213432131
503402, 1,3,5:4,2, 0, 3, 3, 1 / -
Lol peihol . ' I . s 7 3 2 .
on eut été arrété, parce que , ne fe lie quavec ; ou 5 -qui font
déja dans la fuite; mais il éfoit facile d'apercevoir que § ,.Tun

des termes moyens, & le terme extréme ' fe liant entre:eux,
l'ordre de la fuite pouvoit étre changé, fans que la loi ceffat d’avoir
lieu, en écrivant les fept derniers termes dans Yordre inverle, ce
qui amenoit comme - ci - defius

54-21’3213124-39'\
253 354.2,153,552,3,1, 1,1.,5

ol rien narréte plus

En général, lorlquun terme extréme fe lie avec un terme
moyen, en écrivant dans Yordre inverfe tous les termes depuis.
celuici exclufivement julqua ce terme extréme, on change la
fhite fans changer la loi.

Au moyen de cela, il eft facile d'obtenir des fuites oti les
deux termes extrémes fe lient, ou, ce qui eft la méme chofe,
des routes rentrantes fur elles-memes telles font celles de Tarticle:

récédent. < :

Il eft facile aufli de lier déux fuites entre elles, puifquil ne
sagit que d’amener pour termes extrémes dans Vune & dans
Tautre, des termes qui fe lient. Voyeg le Memozre de M. Euler ”
Cité précedemment.. .

(n ) Des quatre fuxtes de iamcle 9, la premitre fe lie
Ccecc ij
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avec la quatriéme, & par conféquent aufli, la feconde avéc Iz

troifieme, L’union faite, on a les deux fuites réfultantes ,
541152!3134313434578678687;68756
S,},*,Z,l;’j.;l,2,3,-l;3;‘};5,7;'8,6;4-,6,5,7,8,6,8,7,6,8,7,5,4,,2, £,3¢

45786786875687565421321312431243
Sp}:%)z’lis;hz:}:[)2)@;5;7;'8,61‘}!6)5:7:816:8:71618:715’412:|;30

qui font encore fymétriques entr'elles, & rentrantes fur effes:
mémes. :

En les réuniffant, il faut altérer un pen fa fyméuie; mais fi;
par exemple, on intercale la feconde fuite entre les termes 3

& ;dela premicre, lafuite totale demeure rentrante, & fatisfait -
par conféquent, & partir de telle cafe quon voudra. Voyeg
figure §, la forme de la trace du cavalier fur Véchiquier, détermince
par cette Juite, ' :
~ (12.) SiTon propofoit de difpofer un fil dans l'efpace, fuivant
une foi analogue 4 celle qui a lieu ici fur fe plan, le procédé
feroit de fa méme facilité,

Je fuppofe, par exemple, que la queftion fe réduife & ranger
de fuite fes foixante-quatre termes -

o i Tt 1 oo 4
By 2y 3 Yo Zpueene Taeeansnns _4'4_
) 2 . 2 .

"1 zlunog ."-_H.N::
.-]inun;
&c.

dans un ordre’ tel, quil régne par- tout cette loi entré les
nombres homologues de deux termes contigus, que les uns (les
fupérieurs, par exemple ) différent de [deux unités; les autres;
(par exemple, les nombres jatéraux ) different d'une unité, &

ue les troifimes ne different point. J'emploie fa fyméirie, de
méme- que ci-deffus. ' '

Son fymptéme eft ici, qu'en changeant 1 en 4, 2 en 3, &
vice ver[d , foit dans{es nombres inférieurs, foit dans les fupérieurs;
foit dans les fatéraux, ou bien dans deux quelconques 2 fa foisg
eu dans tous, lexpreflion totale refts a méme, '



DES SCIENCES 573

{13.) Je cherche donc huit termes, entre lefquels régne la

Lot preferite, & qui foient tels, quen y faifant les différentes

transformations de Yarticle précédent, il n'en réfulte que des

termes riouveaux. Comme la maniére’de procéder eft parfaitement

~analogue A celle du Probléeme ci-deffus, je ne ferai qulexpofer
mon réfultat. ' T

Je trouve les huit foites
h 3 T T a2 '-
.4"1’ 3;’ 3,070 "3’ '2‘; "i’ 3;:
c .
4‘2_: 32: 3;, '4,9 ':) ';1-) 2?’ 3?*

4 4 3 1

.3 2 ;
4‘,_; 33’ 300 '3, 22 2;, 3;:

. 1 1 2 2

7‘,3, 2;, le, 1'1’ 4‘3’ 4'2-’ 3:’ 2‘4,'

L2 2 4 T '

4"1‘: 3.0 3?) 'ia "i’ 13) ’:’ 320

L 11 a2 ’

.!3_, 22_, 23, 4.4-, 4,5 4,;', 3‘3" zT,,
2

2 .
I‘l,x’ 23’ zf’ 4’?’ 4‘3, ‘1';_» 3;, zi‘

L2 2 o o

Yer 2 2;, 4‘1’ 4‘2: 435 31:23" .

"~ Je vois quelles fe lient deux 2 deux, la premiére avec Ta
fixiéme, la feconde avec la quatriéme, 1a feptiéme avec fa cin-
quieme, & la huitieme avec la troifieme.

Jécris les quatre nouvelles fuites réfuffantes de cette fiaifon,

1 I 2 2 1 1T 2 . 2
A';’ "z’ 23ty 42s 1‘;’ 3?: 2,5 4‘3’ 3;; 320 Tia Ty ‘f»’ zz) 34_-'
13 23

1 1 2 2 1 1 2 4 4 2,
Y%y z;,‘*‘x,‘}‘},ﬁ'ﬁ:, 3:, 34,4‘19 32’ 33’ l4-, I, ,3’ 20 3|A'4_
L2 2 1 . .1 2 I 1 3
44 32 34‘) Iiz 12’ 3 ’:’ 32? ERSY ’;1." ‘1"}" ‘1‘33’ 425 34 e

2 2

2 . - ’ 3 I 1
4 3-3’ 32';' '?’ ';: '-;; 3;; 3,;;1 ';3 2, 2§, 4’2’ 42> ‘*‘3) 3.9 "f'
qui font fymétriques & rentrantes fur elles-mémes. Jobferve

que le fecond terme 23 de la premitre fe lie avec le fixiéme 41
de fafeconde, & par conféquent aufll, e fecond de fa troifieme,
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avec le fixitme de fa quatrieme. Je réunis ces funes deux a
deux, ce qui me donne :
4,4 .,2 .3 .3 12 4 4 23 44, 1244 ;34“4_

3’4'4.’4’2’4';’31’ l,’i‘,,33’3,: ,"3’ 2? 4_:34) 4_a 134'«’54_: 4_’4'4_:32’33, 4 2’ 3? 1’31, 123523

3;’ i) z, 3, 1’3[’ l’ 3’ 2‘,4'4]"4’;’4'2)34.) 4_’4‘4_”2’ z, ‘1_’};’ 4_, 2’ 4"4—:,41)43,3" ],4.[)33,32‘7 ?’ ;'

Ces deux fuites font encore rentrantes fur elles-mémes, &
fyméuiques entre elles: & comme le dernier terme +; dela
premiére fe lie avec le premier 3‘; de Ia feconde, & le dernier

13 de celle-ci, avec le premier 25 de Ia premiére; en les
reumfﬁnt jai une fuite totale, fymetrlque rentrante, qui
fatisfait & fa queftion propofée.. '

(14.) Pour fe 1ep1éfent€1 fa forme décrite par cette {uite, on
pounolt difpofer quatre rangées de chacune quatre tiges verticales,.
percées de quatre trous fur leur longueur, & il faudroit paffel le
fil dans ces trous: efpéce de confhruction qui peut convenir. &
toutes fortes de cas. ‘

(r5.) Apresavoir fuppo(e un fil plus ou moins tendu entre deux
points défignés, on peut fuppoler une toile plus ou moins tendue
entre trois ou pluﬁeuns fils défignés; on peut confidérer Jes fils
comme les arétes d'une furface, & les toiles comme fes différens
hedres, & définir par-Ia fa forme d'un corps. Je najoute ceci que
pour mieux faire féntir Putilité & Tétendue du travail & faire
en cette partie. Je me fuis livré 3 ce travail 3 différentes reprifes;
mais avant de- comimuniquer ces recherches 4 I'Académie, je
feur voudrofs un enfemble qu'elles wont point encore.

e. Lt T
M .
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